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5. ESPAÇOS VETORAIS EUCLIDIANOS

5.1 Definição
Espaço Vetorial Euclidiano é todo o espaço vetorial real, de dimensão finita, no qual está definido um produto interno.

5.2 Produto Interno em Espaços vetoriais
Definição: Chama-se produto interno no espaço vetorial V uma função de V(V em R, que a todo par de vetores 
[image: image1405.jpg]
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Propriedades do Produto Interno

I) 
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IV) 
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Exemplos:

1) No espaço vetorial 
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Solução:

É necessário mostrar que a função dada verifica os quatro axiomas.

P1: 
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P2: Se 
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P3: 
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P4: 
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Isto prova que a função dada define um produto interno em V. Porém, esse produto interno é diferente do produto interno usual de 
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2) Em relação ao produto interno usual de 
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Solução:

a) 
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b) 
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c) 
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5.3 Módulo de um vetor
Definição: Dado um vetor 
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 de um espaço vetorial euclidiano V, chama-se módulo, norma ou comprimento de 
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Observe que se 
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5.4 Distância entre dois vetores
Definição: chama-se distância entre vetores (ou pontos) 
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, com produto interno usual, tem-se:
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5.5 Propriedades do Módulo de um vetor
Definição: Seja V um espaço vetorial Euclidiano. Então, as seguintes propriedades são válidas:
I) 
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5.6 Ângulo de dois vetores
Definição:  Sejam 
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 vetores não-nulos de um espaço vetorial euclidiano V.
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O que implica:
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Por esse motivo, pode-se dizer que essa fração é o co-seno de um ângulo (, denominado ângulo dos vetores 
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Problemas Resolvidos.

1) Considere o 
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2) Seja o produto interno usual no 
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Donde vem:
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5.7 Vetores Ortogonais
Definição: Seja V um espaço vetorial Euclidiano. Diz-se que dois vetores 
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Exemplo: seja 
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Obs.:

1) O vetor 
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5.8 Conjunto Ortogonal de Vetores
Definição: Seja V um espaço vetorial Euclidiano. Diz-se que um conjunto de vetores 
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Exemplo: No 
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, o conjunto {(1, 2, -3), (3, 0, 1), (1, -1, -5)} é ortogonal em relação ao produto interno usual, pois:
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5.8.1 Teorema
Um conjunto ortogonal de vetores não nulos 
[image: image100.wmf]}
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Demonstração:

Considere a igualdade:


[image: image101.wmf]0

2

2

1

1

r

r

L

r

r

=

+

+

+

n

n

v

a

v

a

v

a


E faça o produto interno de ambos os membros da igualdade por 
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Como A é ortogonal 
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5.8.2 Base Ortogonal
Definição: Diz-se que uma base 
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 de V é ortogonal se os seus vetores são dois a dois ortogonais.
Assim, levando em conta o teorema anterior, se dim V = n, qualquer conjunto de n vetores não-nulos e dois a dois ortogonais, constitui uma base ortogonal. Por exemplo, o conjunto apresentado no exemplo anterior, {(1, 2, -3), (3, 0, 1), (1, -1, -5)}, é uma base ortogonal de 
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5.8.2.1 Base Ortonormal
Definição: Uma base 
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Exemplos: Em relação ao produto interno usual:

1) 
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5.8.3 Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt
Definição: Seja um espaço vetorial euclidiano V e uma base qualquer 
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Isto é, 
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Assim, os vetores 
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Tendo em vista que 
[image: image142.wmf]0

2

1

=

·

w

w

r

r

, vem:


[image: image143.wmf]î

í

ì

=

·

-

·

=

·

-

·

0

)

(

0

)

(

2

2

2

2

3

1

1

1

1

3

w

w

a

w

v

w

w

a

w

v

r

r

r

r

r

r

r

r


e


[image: image144.wmf]2

2

2

3

2

1

1

1

3

1

;

w

w

w

v

a

w

w

w

v

a

r

r

r

r

r

r

r

r

·

·

=

·

·

=

, isto é:


[image: image145.wmf]1

1

1

1

3

2

2

2

2

3

3

3

w

w

w

w

v

w

w

w

w

v

v

w

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

·

·

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

·

·

-

=


Assim, os vetores 
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Pode-se concluir o teorema por indução, admitindo-se que, por esse processo, tenham sido obtidos (n-1) vetores 
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Sendo 
[image: image151.wmf]1

2

1

,

,

,

-

n

a

a

a

L

 tais que o referido vetor 
[image: image152.wmf]n

w

r

 seja ortogonal aos vetores 
[image: image153.wmf]1

2

1

,

,

,

-

n

w

w

w

r

L

r

r

.

Os valores 
[image: image154.wmf]1

2

1

,

,

,

-

n

a

a

a

L

 que aparecem em 
[image: image155.wmf]n

w

r

 são:


[image: image156.wmf]1

1

1

1

2

2

2

2

1

1

1

1

;

;

;

-

-

-

-

·

·

=

·

·

=

·

·

=

n

n

n

n

n

n

n

w

w

w

v

a

w

w

w

v

a

w

w

w

v

a

r

r

r

r

L

r

r

r

r

r

r

r

r



Assim, a partir de uma base qualquer 
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, obteve-se a base ortogonal 
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Para se obter uma base ortonormal, basta normalizar cada vetor 
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Que é uma base ortonormal obtida a partir da base
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Exemplo:

Sejam 
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Solução
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A base 
[image: image178.wmf]}
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5.8.4 Componentes de um Vetor numa Base Ortogonal
Definição: Seja V um espaço vetorial euclidiano e 
[image: image181.wmf]}
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é a i-ésima coordenada de 
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Exemplo: Seja 
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Solução:
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Para determinar 
[image: image197.wmf]1

a

 e 
[image: image198.wmf]2

a

, utiliza-se a fórmula (5.8.4):
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[image: image200.wmf]2
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Como se viu as coordenadas de 
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Obs.: No caso particular de 
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Exercícios Propostos:

1) Determinar o valor de m para que os vetores 
[image: image210.wmf])
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2) Seja 
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. Determinar um vetor unitário simultaneamente ortogonal aos vetores 
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Calcule o valor de b e a partir de B, calcule uma base ortonormal.

4) Considere o seguinte produto interno em 
[image: image220.wmf]0

0

1

1

2

2

2

:

b

a

b

a

b

a

q

p

P

+

+

=

·

r

r

, sendo 
[image: image221.wmf]0

1

2

2

a

x

a

x

a

p

+

+

=

r

 e 
[image: image222.wmf]0

1

2

2

b

x

b

x

b

q

+

+

=

r

. Dados os vetores 
[image: image223.wmf]3

2

2

1

+

-

=

x

x

p

r

, 
[image: image224.wmf]4

3

2

-

=

x

p

r

 e 
[image: image225.wmf]2

3

1

x

p

-

=

r

, calcule:

a) 
[image: image226.wmf]2

1

p

p

r

r

·


b) 
[image: image227.wmf]|

|

|

|

3

1

p

e

p

r

r


c) 
[image: image228.wmf]|

|

2

1

p

p

r

r

+


d) 
[image: image229.wmf]|

|

2

2

p

p

r

r


e) co-seno do ângulo entre 
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Respostas:

1) m = 7/2.

2) 
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6. TRANSFORMAÇÕES LINEARES
Neste capítulo será estudado um tipo especial de função (ou aplicação), onde o domínio e o contradomínio são espaços vetoriais reais. Assim, tanto a variável dependente quanto a independente são vetores, por isso são chamadas funções vetoriais. Neste curso, o estudo será limitado ao estudo das funções vetoriais lineares, que serão denominadas de transformações lineares.

Diz-se que T é uma transformação do espaço vetorial V no espaço vetorial W, e escreve-se 
[image: image237.wmf]W
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6.1 Definição
Sejam V e W espaços vetoriais. Uma aplicação 
[image: image247.wmf]W

V

T

®

:

 é chamada transformação linear de V em W se:
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Obs.: uma transformação linear de V em V é chamada “Operador Linear”.

Exemplo: A transformação 
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Demonstração:
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II) Para todo o 
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6.2 Núcleo de uma Transformação linear
Definição: chama-se núcleo de uma transformação linear 
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Observe-se que 
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Exemplos:

1) O núcleo da transformação linear 
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o que implica em 
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Sistema cuja solução é x = 0 e y = 0. Logo, 
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2) Seja a transformação linear 
[image: image276.wmf])
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Neste caso, o núcleo é dado por: 
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sistema homogêneo cuja solução é 
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Esse núcleo representa uma reta de 
[image: image285.wmf]3
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 que passa pela origem.

6.2.1 Propriedades do Núcleo
1) O núcleo de uma transformação linear 
[image: image286.wmf]W
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 é um subespaço vetorial de V.
Demonstração:

Sejam 
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2) Uma transformação linear 
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6.3 Imagem
Definição: chama-se imagem de uma transformação linear 
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Exemplos:
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Observe que o núcleo de T é o eixo-z:
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2) A imagem da transformação linear identidade I: V ( V definida por 
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3) A imagem da transformação nula 
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6.3.1 Propriedades da Imagem
A imagem de uma transformação linear 
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Demonstração:

Sejam 
[image: image321.wmf]1

w

r

 e 
[image: image322.wmf]2

w

r

 vetores pertencentes a Im(T) e ( um número real qualquer. Deve-se mostrar que existem vetores 
[image: image323.wmf]v

r

 e 
[image: image324.wmf]u

r

 pertencentes a V tal que 
[image: image325.wmf]2

1

)

(

w

w

v

T

r

r

r

+

=

 e 
[image: image326.wmf]1

)

(

w

u

T

a

=

r

.

Como 
[image: image327.wmf])

Im(

,

2

1

T

w

w

Î

r

r

, existem vetores 
[image: image328.wmf]V

v

v

Î

2

1

,

r

r

 tais que 
[image: image329.wmf]1

1

)

(

w

v

T

r

r

=

 e 
[image: image330.wmf]2

2

)

(

w

v

T

r

r

=

. Fazendo 
[image: image331.wmf]2

1

v

v

v

r

r

r

+

=

 e 
[image: image332.wmf]1

v

u

r

r

a

=

, tem-se:


[image: image333.wmf](

)

2

1

2

1

2

1

)

(

)

(

)

(

w

w

v

T

v

T

v

v

T

v

T

+

=

+

=

+

=

r

r

r

r

r

r


e


[image: image334.wmf]1
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Portanto, Im(T) é um subespaço de W. cqd.

6.3.2 Teorema da Dimensão
“Seja V um espaço de dimensão finita e 
[image: image335.wmf]W
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 uma transformação linear. Então, 
dim N(T)+dim Im(T) = dim V”.

Exemplo: Determine o núcleo e a imagem do operador linear
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 e verifique o Teorema da Dimensão.

Solução: 
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Cuja solução geral é 
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Donde vem o sistema:


[image: image346.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

+

=

-

+

c

z

y

x

b

z

y

a

z

y

x

3

2

2


Que só terá solução se 
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OBS.: De modo geral: “se 
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6.3.3 Corolários
Seja 
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1) Se dim V = dim W, então T é injetora se, e somente se, é sobrejetora.

2) Se dim V = dim W e T é injetora, então T transforma base em base, isto é, se 
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Demonstração:

1) De fato: T é injetora ( 
[image: image357.wmf]}
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 (propriedade 2 do Núcleo de T) ( 0 + dim Im(T) = dim V (Teorema da Dimensão) ( dim Im(T) = dim W (hipótese) ( Im(T) = W. ( T é sobrejetora.

Reciprocamente:

T é sobrejetora ( Im(T) = W ( dim Im(T) = dim W ( dim Im(T) = dim V (hipótese) ( dim N(T) = 0 (Teorema da Dimensão) ( 
[image: image358.wmf]}
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Assim, numa transformação linear na qual dim V = dim W , se T é injetora (ou sobrejetora), então T é também bijetora (injetora e sobrejetora ao mesmo tempo).

2) De fato: como dim V = dim W = n, basta mostrar que T(B) é LI. Para tanto, considere a igualdade:
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Ou pela linearidade de T:


[image: image360.wmf]0

)

(

1

1

r

r

L

r

=

+

+

n

n

v

a

v

a

T


Com T é injetora, vem:
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Sendo B uma base, B é LI e, portanto:
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Logo, T(B) é uma base de W. cqd.

6.3.4 Isomorfismo
Definição: Chama-se isomorfismo do espaço vetorial V no espaço vetorial W a uma transformação linear 
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Será visto mais adiante que a todo isomorfismo 
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Exemplos:

1) O operador linear
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é um isomorfismo no 
[image: image367.wmf]2
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. Como dim V = dim W = 2, basta mostrar que T é injetora (Corolário 1 de 3.3.3). De fato: N(T) = {(0,0)}, o que implica em T ser injetora.

2) O espaço vetorial 
[image: image368.wmf]2

R

 é isomorfo ao subespaço 
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De fato, a aplicação 
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, tal que T(x, y) = (x, y, 0), é bijetora: pois a cada vetor (x,y) de 
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 corresponde um só vetor (x, y, 0) de W e, reciprocamente. Logo, 
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6.4 Matriz de uma Transformação Linear
Sejam 
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E a imagem 
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Por outro lado:
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Sendo 
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Substituindo-se esses vetores em (2), vem
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Comparando-se essa igualdade com (1), conclui-se:
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Ou na forma matricial:
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Ou simbolicamente: 
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Sendo a matriz 
[image: image396.wmf][

]

A

B

T

 denominada matriz de T em relação às bases A e B.

Exemplo: Seja 
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Solução:

a) A matriz 
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Logo: 
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Como 
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 está expresso com componentes na base canônica, teremos, primeiramente, que expressá-lo na base A. Seja 
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Sistema cuja solução é a = 3, b = -7 e c = 6, ou seja 
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6.5 Operações com Transformações Lineares
6.5.1 Adição
Sejam 
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Se A e B são bases de V e W, respectivamente, demonstra-se que:
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6.5.2 Multiplicação por Escalar
Sejam 
[image: image433.wmf]W

V

T

®

:

 transformação linear e 
[image: image434.wmf]R

Î

a

. Chama-se produto de T pelo escalar ( à transformação linear


[image: image435.wmf]W

V

T

®

:

a


tal que 
[image: image436.wmf]V

v

v

T

v

T

Î

"

=

r

r

r

),

(

)

)(

(

a

a

.

Se A e B são bases de V e W, respectivamente, demonstra-se que:
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Exemplo: Sejam 
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b) 
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c) 
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6.5.3 Composição
Sejam 
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[image: image1393.jpg]



Se A, B e C são bases de V, W e U, respectivamente, demonstra-se que:
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Exemplo: Sejam S e T operadores lineares em 
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Observe que:


[image: image468.wmf][

]

[

]

[

]

T

S

T

S

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

1

1

0

1

1

0

0

2

1

1

0

2

o


b) 
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d) 
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As transformações 
[image: image473.wmf]S
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 e 
[image: image474.wmf]T
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 são também representadas por 
[image: image475.wmf]2
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 e 
[image: image476.wmf]2
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6.6 Transformações Lineares Planas
Entende-se por transformações lineares planas as transformações de 
[image: image477.wmf]2

R

 em 
[image: image478.wmf]2

R

. A seguir, serão vistas algumas de especial importância e suas interpretações geométricas.

6.6.1 Reflexões
a) Reflexão em torno do eixo dos x.

Essa transformação linear leva cada ponto (x, y) para sua imagem (x, -y), simétrica em relação ao eixo dos x.

Demonstra-se que as reflexões são transformações lineares.

[image: image1394.jpg]


Essa transformação particular é
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2

:

R

R

T

®

 tal que 
[image: image480.wmf])

,

(

)

,

(

y

x

y

x

T

-

=

, sendo sua matriz canônica:


[image: image481.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

1

0

0

1


ou seja 
[image: image482.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

-

y

x

y

x

1

0

0

1


b) Reflexão em torno do eixo dos y.

[image: image1395.jpg]


Essa transformação particular é
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c) Reflexão na origem.

[image: image1396.jpg]9 X,y)




Essa transformação particular é
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[image: image490.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

y

x

y

x

1

0

0

1

    

6.6.2 Dilatações e Contrações
a) Dilatação ou contração na direção do vetor.

Essa transformação particular é
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OBS.: 

Se 
[image: image495.wmf]1
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 T dilata o vetor;

Se 
[image: image496.wmf]1
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 T contrai o vetor;

Se 
[image: image497.wmf]1
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 T é a identidade I;

Se 
[image: image498.wmf]0
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 T troca o sentido do vetor.

b) Dilatação ou contração na direção do eixo dos x.

[image: image1398.jpg]oY)

—8 X

-

e

[C9)



Essa transformação particular é

[image: image499.wmf]2

2

:

R

R

T

®

 tal que 
[image: image500.wmf]0

),

,

(

)

,

(

>

=

a

a

y

x

y

x

T

, sendo sua matriz canônica:


[image: image501.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

1

0

0

a
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Essa transformação é também chamada dilatação ou contração na direção 0x (ou horizontal) de um fator (.

OBS.: 

Se 
[image: image503.wmf]1
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 T dilata o vetor;

Se 
[image: image504.wmf]1
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 T contrai o vetor;

c) Dilatação ou contração na direção do eixo dos y.

[image: image1399.jpg]


Essa transformação particular é

[image: image505.wmf]2

2

:

R

R

T

®

 tal que 
[image: image506.wmf]0

),

,

(

)

,

(

>

=

a

a

y

x

y

x

T

, sendo sua matriz canônica:


[image: image507.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

a

0

0

1

 

ou seja 
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OBS.: Se, nesse caso, fizermos 
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6.6.3 Cisalhamentos
a) Cisalhamento na direção do eixo dos x.

Essa transformação particular é
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Considere a figura abaixo. O efeito do cisalhamento é transformar o retângulo OAPB no paralelogramo OAP’B’, de mesma base e mesma altura. Esse cisalhamento é também chamado cisalhamento horizontal de fator (.

[image: image1401.jpg]


b) Cisalhamento na direção do eixo dos y.

Essa transformação particular é
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Esse cisalhamento é também chamado cisalhamento vertical de fator (.

6.6.4 Rotação
A rotação do plano em torno da origem (Figura abaixo), que faz cada ponto descrever um ângulo (, determina uma transformação linear 
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 cuja matriz canônica é:

[image: image1402.jpg]
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As imagens dos vetores 
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Isto é,
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Portanto, a matriz da transformação 
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Essa matriz chama-se matriz de rotação de um ângulo (, 
[image: image529.wmf]p
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, e é a matriz canônica da transformação linear
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Exemplo: Obtenha a imagem do vetor 
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Solução:
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6.7 Transformações Lineares no Espaço
Entende-se por transformações lineares no espaço as transformações de 
[image: image534.wmf]3

R

 em 
[image: image535.wmf]3

R

. Dentre as diversas transformações lineares em 
[image: image536.wmf]3

R

, examinaremos as reflexões e as rotações.

6.7.1 Reflexões
a) Reflexão em aos planos coordenados.

A reflexão em relação ao plano xOy é transformação linear que leva cada ponto (x, y, z) para sua imagem (x, y, -z), simétrica em relação ao plano xOy. Assim essa transformação é definida por:.
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E sua matriz canônica é:
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As reflexões em relação aos planos xOz e yOz têm, respectivamente, as seguintes matrizes canônicas:
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a) Reflexão em aos eixos coordenados.

A reflexão em torno do eixo dos x é o operador linear 
[image: image541.wmf]3
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definido por:.
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E sua matriz canônica é:
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De forma análoga, 
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 definem as reflexões em relação aos eixos Ou e Oz, respectivamente.

a) Reflexão na origem.

A reflexão na origem é o operador linear 
[image: image546.wmf]3
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E sua matriz canônica é:
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6.7.1 Rotações
a) Rotação em torno do eixo dos z.
Dentre as rotações do espaço ressaltamos a rotação do eixo dos z, que faz cada ponto descrever um ângulo (. Esse operador linear é definido por:.
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E sua matriz canônica é:
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OBS>: O ângulo ( corresponde ao ângulo central cujos lados interceptam, na circunferência de centro 
[image: image551.wmf]O

¢

, um arco de medida (. Esse ângulo ( não é o ângulo ( formado pelos vetores 
[image: image552.wmf]).
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Exercícios Propostos

1) Verifique se a transformação é linear:

a) 
[image: image553.wmf]3
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a) Determinar o vetor 
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b) Determinar o vetor 
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4) Seja 
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5) Seja 
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[image: image583.wmf]3
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a) Determine o N(T) e uma de suas bases. T é injetora?

b) determine Im(T) e uma de suas bases. T é sobrejetora?

6) Seja 
[image: image584.wmf])
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a) Determine 
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7) Determinar a matriz da transformação linear de 
[image: image592.wmf]2
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 em 
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 que representa um cisalhamento por um fator 2 na direção horizontal seguida de uma reflexão em torno do eixo dos y.

8) Calcular o ângulo ( formado pelos vetores 
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Respostas:
1) (a) sim; (b) não; (c) não.
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6) (a) 
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7) 
[image: image607.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

-

1

0

2

1


8) (a) 
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7. OPERADORES LINEARES

No capítulo anterior foi dito que as transformações lineares T de um espaço vetorial V em si mesmo, isto é, 
[image: image610.wmf]V

V

T

®

:

, são chamadas operadores lineares sobre V.
7.1 Operadores Lineares
7.1.1 Definição

As transformações lineares T de um espaço vetorial V em si mesmo, isto é, T : V ( V , são chamadas operadores lineares sobre V.

7.1.2 Operadores Inversíveis

Definição:Um operador T : V ( V associa a cada vetor 
[image: image611.wmf]V
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 um vetor 
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. Se por meio de outro operador S for possível inverter essa correspondência, de tal modo que a cada vetor transformado 
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 se associe o vetor de partida 
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, diz-se que S é operador inverso de T, e se indica por 
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7.1.2.1 Propriedades dos Operadores Inversíveis

Seja T : V ( V um operador linear.

I) Se T é inversível e 
[image: image616.wmf]1
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II) T é inversível se, e somente se, 
[image: image618.wmf]}
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III) Se T é inversível, T transforma base em base, isto é, se B é uma base de V, T(B) também é base de V.

IV) Se T é inversível e B uma base de V, então 
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isto é, a matriz do operador linear inverso numa certa base B é a inversa da matriz do operador T nessa mesma base. 

Exemplo 7.1.1 - Seja o operador linear em 
[image: image621.wmf]2
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 definido por: T(x, y) = (4x-3y, -2x+2y).

a) Mostrar que T é inversível .

b) Encontrar uma regra para 
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 como a que define T.

Solução:

a) A matriz canônica de T é 
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b) 
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Logo: 
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7.2 Mudança de Base

Sejam A e B bases de um espaço vetorial V. Pretende-se relacionar as coordenadas de um vetor 
[image: image627.wmf]v
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 em relação à base A com coordenadas do mesmo vetor 
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 em relação à base B.

Para simplificar, considere o caso em que dimV = 3. O problema para espaços de dimensão n é análogo. Sejam as bases 
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Dado um vetor 
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(V, este será combinação linear dos vetores da base A e B. Assim,
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(2)

Por sua vez, os vetores da base A podem ser escritos em relação à base B, isto é:
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(3)
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Substituindo (3) em (1), resulta:
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(4)

Comparando (4) com (2), resulta:
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Ou na forma matricial:
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Ou, ainda
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Sendo a matriz:
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Chamada Matriz de Mudança de Base de A para B.

Note que o papel dessa matriz é transformar as componentes de um vetor 
[image: image646.wmf]v

r

 na base A em componentes do mesmo vetor na base B.

Observações:

1) Comparando a matriz 
[image: image647.wmf][
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 com (3), observe que cada coluna, pela ordem, é formada pelas componentes dos vetores da base A em relação à base B, isto é,
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2) A matriz 
[image: image649.wmf][
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 é também conhecida com matriz de transição de A para B.

3) A matriz 
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]

A

B

I

 é, na verdade, a matriz do operador linear identidade I: V ( V considerado nas bases A e B.

4) A matriz 
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, por transformar os vetores linearmente independentes da base A nos vetores linearmente independentes da base B, é inversível. Portanto, da equação
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Pode-se obter:


[image: image653.wmf][

]

[

]

(

)

[

]

B

A

B

A

v

I

v

r

r

1

-

=


Donde se conclui que
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Isto é, a inversa da matriz mudança de base de A para B é a matriz mudança de base B para A.

Exemplo 7.1.2 - Sejam as bases 
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a) Determinar a matriz mudança de base de A para B.

b) Utilizar a matriz 
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Solução:

a) pretende-se calcular:
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Expresse os vetores da base A em relação à base B:
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Logo,
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b) Sabendo-se que:
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Obtém-se:
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Obs.:

Caso se queira 
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 na base canônica, basta fazer: 
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Se o problema fosse apenas calcular 
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7.2.1 Outra forma de determinação da Matriz Mudança de Base

A matriz mudança de base 
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 pode ser determinada de uma forma diferente.

Valendo-se das bases A e B do exemplo anterior e sendo 
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Assim, a matriz mudança de base de uma base qualquer para a canônica é a matriz que se obtém daquela base dispondo seus vetores em colunas. Faça 
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Levando em conta o que foi visto em 6.5.3, pode-se escrever:
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Então, para as bases B e A dadas, tem-se:
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7.2.1 Aplicações da Matriz-Rotação

Foi visto que a matriz rotação de um ângulo ( é:
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Observe que as imagens de (1, 0) e (0, 1), pela rotação de (, são:
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Portanto, a base 
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, pela rotação de um ângulo (. Assim, como a base canônica C determina o sistema de coordenadas retangulares xOy, a base P determina também um sistema de coordenadas retangulares 
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A matriz rotação pode ser encarada como matriz mudança de base de P para C, isto é,
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Exemplo 7.1.3 - Para (=90(, tem-se a base:
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E, portanto:
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Considerando o vetor 
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No caso de mudança de base de C para P, já foi visto que:
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Exemplo 7.1.4 Para uma rotação de 45( no sistema xOy, o vetor 
[image: image722.wmf])
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7.3 Matrizes Semelhantes

Definição: Seja 
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Sendo 
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7.3.1 Propriedades

As matrizes semelhantes 
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Problemas Resolvidos.
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A matriz de T na base A. Calcule 
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Solução:

Necessita-se da matriz M que será calculada pela relação: 
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Logo:
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As matrizes 
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2) Seja o operador 
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Solução:

Da definição de T, obtém-se imediatamente:  
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A matriz M de mudança de base de B para a canônica A, é dada por:
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Portanto:
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7.4 Operador Ortogonal

Definição: Seja V um espaço vetorial euclidiano. Um operador linear 
[image: image767.wmf]V
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 é ortogonal se preservar o módulo de cada vetor de V, isto é,
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Exemplos:

1) No 
[image: image769.wmf]2
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, com o produto interno usual, o operador linear definido por: 
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De fato:
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2) Considere o 
[image: image773.wmf]2
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 com o produto interno usual. A rotação do plano de um ângulo ( dada por:
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3) No 
[image: image775.wmf]3
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, com o produto interno usual, o operador linear dado por: 
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7.4.1 propriedades do Operador Ortogonal

I) Seja 
[image: image778.wmf]V
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 um operador ortogonal sobre o espaço euclidiano V. Então, a inversa da matriz de T coincide com sua transposta, isto é,
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Exemplo: 

1) A matriz rotação de (: 
[image: image780.wmf][
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II) O determinante de uma matriz ortogonal é 
[image: image782.wmf]1
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III) Todo o operador linear ortogonal 
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 preserva o produto interno de vetores, isto é, para quaisquer vetores 
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IV) A composta de duas transformações ortogonais é uma transformação ortogonal ou, equivalentemente, o produto de duas matrizes ortogonais é uma matriz ortogonal.

V) As colunas ou linhas de uma matriz ortogonal são vetores ortonormais.

7.5 Operador Simétrico

Definição: Diz-se que um operador linear 
[image: image787.wmf]V
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 é simétrico se a matriz que o representa numa base ortonormal A é simétrica, isto é, se:
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Observações:

1) Demonstra-se que a matriz do operador simétrico é sempre simétrica, independente da base ortonormal do espaço. Em nosso estudo só trabalharemos com bases canônicas.

2) O operador simétrico é também chamado operador auto-adjunto.

Exemplos:

1) O operador linear 
[image: image789.wmf]2
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2) No 
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, o operador T definido por: 
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 é simétrico. Verifique.
7.5.1 Propriedades

Seja V um espaço vetorial euclidiano. Se 
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 é um operador simétrico, então para quaisquer vetores 
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Exemplo: Seja o operador simétrico, no 
[image: image796.wmf]2
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, definido por: 
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. Considere os vetores: 
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Solução:
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Logo,
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Exercícios Propostos:

1) A seguir são dados operadores lineares T em 
[image: image805.wmf]2
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 e em 
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. Verificar quais são inversíveis e, nos casos afirmativos, determinar uma fórmula para 
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b) 
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c) 
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d) 
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e) 
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f) 
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2) Seja o operador linear 
[image: image820.wmf]3
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a) Determine a lei que define o operador 
[image: image822.wmf]1
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.

b) Utilize a matriz T ou 
[image: image823.wmf]1
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 para obter o vetor 
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3) Considere as seguintes bases de 
[image: image826.wmf]2
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: A = {(1, 1), (0, -1)} e B = {(2, -3), (-3, 5)}.

a) Determine a matriz mudança de base 
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[image: image828.wmf]B
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c) Determinar a matriz mudança de base de B para A.

4) Sejam 
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a) Determinar as matrizes mudança de base:
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b) Determinar o vetor coordenada de 
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[image: image841.wmf]B
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5) Sabendo que 
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6) Em relação aos operadores dados, determinar primeiramente a matriz de T na base A e, a seguir< utilizar a relação entre matrizes semelhantes para calcular a matriz de T na base B.
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7) Quais dos seguintes operadores são ortogonais?
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8) Determinar a e b para que os seguintes operadores sejam simétricos:

a) 
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Respostas:

1) a) 
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c) T não é inversível.
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f) T não é inversível.
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7) a) é ortogonal; 
b) é ortogonal;

c) não é ortogonal;
d) é ortogonal;

e) é ortogonal;

8) a) a = -2 e b = -3;

b) a = 0 e b= -3.

8. AUTOVETORES E AUTOVALORES
8.1 Definição de autovetor e autovalor
Seja 
[image: image902.wmf]V

V

T

®

:

 um operador linear. Um vetor 
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 é denominado autovalor de T associado ao autovetor 
[image: image907.wmf]v

r

.

Observações:

a) como se vê pela definição, um vetor 
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 ( = 0.

b) Os autovalores são também denominados vetores característicos ou vetores próprios.

c) Os autovalores são também denominados valores característicos ou valores próprios.
Exemplos:

1) O vetor 
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2) Na simetria definida no 
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8.2 Determinação dos Autovalores e dos Autovetores
8.2.1 Determinação dos Autovalores
Seja o operador linear 
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Isto é, 
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 é matriz coluna 3(1)
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Tendo em vista que 
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Para que esse sistema admita soluções não nulas, isto é,
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Deve-se ter:
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(8.2.1)
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Ou ainda,
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(8.2.2)

A equação 
[image: image938.wmf]0
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 é denominada equação característica do operador T ou da matriz A, e suas raízes são os autovalores do operador T ou da matriz A. O determinante 
[image: image939.wmf]0
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 é um polinômio em ( denominado polinômio característico.

8.2.2 Determinação dos Autovetores
A substituição de ( pelos seus valores no sistema homogêneo de equações lineares (8.2.1) permite determinar os autovetores associados.

Problemas resolvidos

1) Determinar os autovalores e os autovetores do operador linear 
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Solução

A matriz canônica do operador T é:
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A equação característica do operador T é:
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Resolvendo o determinante e efetuando algumas operações algébricas, chega-se a equação:
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(8.2.3)

As soluções inteiras da equação característica (8.2.3), caso existam, são múltiplas do termo independente -36. Com as devidas substituições na equação acima se constata que 
[image: image944.wmf]2
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E, portanto, as demais raízes são solução da equação:
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Logo, os autovalores do operador T são: 
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O sistema de equações lineares que permite a determinação dos autovetores associados é: 
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Considerando 
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(8.2.4)

Substituindo ( por 2 no sistema (8.2.4), obtêm-se os autovetores associados a 
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Isto é, 
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O sistema admite infinitas soluções próprias do tipo:

z = -x

y = 0.

Assim os vetores do tipo 
[image: image956.wmf])

1

,

0

,

1

(

)

,

0

,

(

1

-

=

-

=

x

x

x

v

r

, com 
[image: image957.wmf]0

¹

x

, são autovetores associados o autovalor 
[image: image958.wmf]2

1

=

l

.

De maneira semelhante, os autovetores associados aos demais autovalores, são:
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2) Determinar os autovalores e os autovetores da matriz:
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Solução:

A equação característica de A é:
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Cujas raízes são: 
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O sistema homogêneo de equações lineares que permite a determinação dos autovetores associados é:
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(8.2.5)

Substituindo ( por 6 no sistema 8.2.5), obtém-se os autovetores associados ao autovalor 
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Isto e:
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O sistema admite uma infinidade de soluções próprias:
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y

5

2

=

.

Assim, os vetores do tipo 
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Substituindo-se ( por -1 no sistema (8.2.5), obtém-se os autovetores associados ao autovalor 
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Isto é:
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O sistema admite uma infinidade de soluções próprias:
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Assim, os vetores do tipo 
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3) Determinar os autovalores e os autovetores da matriz:
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Solução:

A equação característica de A é:
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Isto é:
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Cujas raízes são: 
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8.3 Propriedades dos Autovalores e dos Autovetores
I) Se 
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II) Se ( é um autovalor de um operador linear 
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e, portanto, 
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Por outro lado, se 
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O subespaço vetorial
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III) Matrizes semelhantes têm o mesmo polinômio característico e, por isso, os mesmos autovalores.

De fato: Sejam 
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8.4 Diagonalização de Operadores

Sabe-se que, dado um operador 
[image: image1011.wmf]V
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 que representa T na base B. O propósito aqui é obter uma base do espaço de modo que a matriz de T nessa base seja a mais simples representante de T. Essa matriz é a matriz diagonal.

8.4.1 Propriedade
Autovetores associados a autovalores distintos de um operador 
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(8.4.1)

Pela linearidade de T, tem-se:
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(8.4.2)

Multiplicando ambos os membros da igualdade (8.4.1) por 
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(8.4.3)

Subtraindo-se (8.4.3) de (8.4.2), resulta:


[image: image1024.wmf]0

)

(

2

1

2

2

r

r

=

-

v

a

l

l


Mas: 
[image: image1025.wmf]0

0

2

1

2

r

r

¹

¹

-

v

e

l

l

. Logo, 
[image: image1026.wmf]0

2

=

a

. Substituindo-se 
[image: image1027.wmf]2

a

 por seu valor em (8.4.1), tendo em vista que 
[image: image1028.wmf]0

ˆ

1

r

¹

v

, vem:

[image: image1029.wmf]0

1

=

a

. Logo, o conjunto 
[image: image1030.wmf]}

,

{

2

1

v

v

r

 é LI. cqd.

Corolário:

Sempre que se tiver um operador 
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Exemplo:

Seja o operador linear: 
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A equação característica de T é:
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Que resulta em; 
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Calculam-se os autovetores através do sistema homogêneo
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Obtém-se:

Para 
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Logo, o conjunto 
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Problema resolvido:

4) Os autovalores de um operador linear 
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Solução:

Expresse, inicialmente, (x, y) em relação a base 
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Donde vem:
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[image: image1067.wmf])
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Observação:

Chamando de P a base acima, isto é:
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Donde, conclui-se que a matriz 
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8.4.2 Propriedade

Considere um operador linear T em 
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O operador T é representado na base P dos autovetores pela matriz diagonal:
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Constituída de autovalores na diagonal principal.

Sendo A a matriz canônica do operador T, isto é, 
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, as matrizes A e D são semelhantes por representarem o mesmo operador T em bases diferentes. Logo, a relação entre matrizes semelhantes, permite escrever:
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sendo M a matriz mudança de base P para a canônica 
[image: image1084.wmf]}

,

,

{

3

2

1

e

e

e

C

r

r

r

=

, onde 
[image: image1085.wmf])

0

,

0

,

1

(

1

=

e

r

, 
[image: image1086.wmf])

0

,

1

,

0

(

2

=

e

r

 e 
[image: image1087.wmf])

1

,

0

,

0

(

3

=

e

r

. 

Como:
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Portanto, a relação anterior escreve-se:
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(8.4.4)

Sendo P a matriz cujas colunas são os autovetores do operador T.

A relação (8.4.4) motiva a definição seguinte:

A matriz quadrada A é diagonalizável se existir uma matriz inversível P tal que 
[image: image1090.wmf]P
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 seja diagonalizável.

Diz-se, nesse caso, que a matriz P diagonaliza A ou que P é a matriz diagonalizadora.

A definição acima pode ser expressa de modo equivalente: Um operador linear 
[image: image1091.wmf]V
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 é diagonalizável se existir uma base de V formada por autovetores de T.

Problemas resolvidos

5) Determinar uma matriz P que diagonaliza a matriz:
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E calcular 
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Solução:

No problema resolvido número 1, já foram calculados os autovalores e os autovetores de A e foi encontrado: 
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diagonaliza A.

Calculando:
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6) Seja 
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 EMBED Equation.3  [image: image1108.wmf]2

2

:

R

R

T

®

 um operador linear dado por: 

[image: image1109.wmf])

2

,

5

4

(

)

,

(

y

x

y

x

y

x

T

+

+

=

. Encontre uma base de 
[image: image1110.wmf]2

R

 em relação a qual a matriz de T é diagonal.

Solução:

A matriz canônica do operador T é:
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Pelo problema resolvido de número 2, os autovalores são: 
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A base em relação a qual a matriz P é diagonal é 
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Por conseguinte a matriz
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7) Determinar a matriz P que diagonaliza a matriz
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Solução:

A equação característica de A é:
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Ou seja,
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Ou, ainda
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Donde vem: 
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 (o número 2 é uma raiz dupla da equação).

Calculando os autovetores por meio do sistema homogêneo:
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Obtém-se:

Para 
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Como só existem 2 vetores LI de 
[image: image1129.wmf]3
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, não existe uma base P constituída de autovetores . Logo, A não é diagonalizável.
8.5 Diagonalização de Matrizes Simétricas

8.5.1 Propriedades

I) A equação característica de uma matriz simétrica tem apenas raízes reais.

Será demonstrado apenas o caso de uma matriz simétrica A de ordem 2. De fato: seja a matriz 
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A equação característica de A é:
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Isto é, 
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O discriminante dessa equação do 2º.grau em ( é:
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2

2

2

2

2

2

2

2

2

)

(

2

4

2

)

(

4

)

(

r

q

p

r

q

pq

p

r

pq

q

pq

p

r

pq

q

p

+

-

=

+

+

-

=

+

-

+

+

=

-

-

+

=

D


Tendo em vista que esse discriminante é uma soma de quadrados (não negativo), as raízes da equação característica são reais e, por conseguinte, a matriz A possui dois autovalores.

II) Se 
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 é um operador linear simétrico com autovalores distintos, então os autovetores são ortogonais.

De fato:

Sejam 
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Sendo T um operador simétrico, pela propriedade 7.5.1, vem:
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Ou, ainda:
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Mas, 
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III) em 8.4.3 foi visto que uma matriz A é diagonalizada pela matriz P dos autovetores através de:
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(8.5.1)

No caso particular de a matriz A ser simétrica, pela propriedade anterior (II), P será base ortogonal. Tendo em vista futuras aplicações, é conveniente que P, além de ortogonal, seja ortonormal, o que se obtém normalizando cada vetor. 

Assim, de acordo com a propriedade V de 7.4.1, os autovetores ortonormais de P formarão uma matriz ortogonal e, pela propriedade I de 7.4.1, tem-se 
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e, nesse caso, diz-se que P diagonaliza A ortogonalmente.

8.5.2 Problemas resolvidos

8) Determine uma matriz ortogonal P que diagonaliza a matriz simétrica:
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Solução:

A equação característica de A é:
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Ou:
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As raízes dessa equação são 
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O sistema homogêneo de equações que permite a determinação dos autovetores associados é:
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Considerando 
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(8.5.2)

Substituindo-se ( por 3 no sistema (8.5.2), obtém-se os autovetores associados a 
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O sistema admite uma infinidade de soluções próprias:
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Assim, os vetores 
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 são autovetores associados ao autovalor 
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Obtém-se o autovetor unitário 
[image: image1174.wmf])

,

,

(

3

2

3

2

3

1

1

=

u

r

 associado a 
[image: image1175.wmf]3

1

=

l

.

De maneira similar, substituindo-se  
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 em (8.5.2), resultam, respectivamente:
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A matriz P, cujas colunas são as componentes dos autovetores unitários 
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A matriz P é a matriz diagonalizadora. De fato:
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Isto é,


[image: image1190.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

-

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

=

3

1

3

2

3

2

3

2

3

1

3

2

3

2

3

2

3

1

3

1

3

2

3

2

3

2

3

1

3

2

3

2

3

2

3

1

5

2

0

2

6

2

0

2

7

D



[image: image1191.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

=

3

4

2

6

2

2

6

4

1

3

1

3

2

3

2

3

2

3

1

3

2

3

2

3

2

3

1

D



[image: image1192.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

9

0

0

0

6

0

0

0

3

D


9) Seja o operador linear simétrico 
[image: image1193.wmf]3
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Determinar uma matriz ortogonal que diagonaliza A.

Solução:

A equação característica de A é:
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Ou seja:
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As raízes dessa última equação são: 
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O sistema homogêneo de equações que permite a determinação dos autovetores associados é:
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Considerando 
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(8.5.3)

Substituindo-se ( por zero no sistema (8.5.3), obtém-se os autovetores associados a 
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O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 
[image: image1208.wmf]x
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Assim os vetores 
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Fazendo-se x = 2 e y = 0, por exemplo, obtém-se um vetor 
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Substituindo ( por 5 no sistema (8.5.3), obtém-se os autovetores associados a 
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O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 
[image: image1224.wmf]x
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Assim, os vetores 
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Fazendo 
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obtém-se o autovetor unitário 
[image: image1229.wmf])

5

2

,

0

,

5

1

(

3

-

=

u

r

, associado a 
[image: image1230.wmf]5

3

=

l

.

A matriz P, cujas colunas são as componentes dos autovetores unitários 
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A matriz P é a matriz diagonalizadora. De fato:
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Isto é,
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10) Seja o operador linear simétrico 
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Determine a matriz ortogonal P que diagonaliza A.

Solução:

A equação característica de A é:
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Isto é:
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As raízes dessa equação são 
[image: image1247.wmf]12

1

-

=

l

 e 
[image: image1248.wmf]13

2

=

l

 e, por conseguinte, 
[image: image1249.wmf]12

1

-

=

l

 e 
[image: image1250.wmf]13

2

=

l

 são os autovalores do operador linear T.

O sistema homogêneo de equações que permite a determinação dos autovetores associados é:
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Considerando 
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(8.5.4)

Substituindo ( por -12 no sistema (8.5.4), obtêm-se os autovetores associados a 
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O sistema admite uma infinidade de soluções próprias:
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Assim, os vetores 
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Fazendo:
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obtém-se o autovetor unitário 
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,

(

5

4

5

3

1

-

=

u

 associado ao autovalor 
[image: image1262.wmf]12

1

-

=

l

.

Substituindo ( por 13 no sistema (8.5.4), obtêm-se os autovetores associados a 
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O sistema admite uma infinidade de soluções próprias:
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Assim, os vetores 
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Fazendo:
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obtém-se o autovetor unitário 
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A matriz P, cujas colunas são as componentes dos autovetores unitários 
[image: image1272.wmf]1
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A matriz P é a matriz diagonalizadora de A. De fato:
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Exercícios Propostos

1) verifique, utilizando a definição, se os vetores dados são autovetores das correspondentes matrizes:

a) 
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b) 
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c) 
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ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

=

1

2

1

2

3

2

0

1

1

),

3

,

1

,

2

(

v

r


2) Determinar os autovalores e os autovetores das seguintes transformações lineares:

a) 
[image: image1284.wmf])
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b) 
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c) 
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d) 
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e) 
[image: image1288.wmf])
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f) 
[image: image1289.wmf])
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g) 
[image: image1290.wmf])
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3) Calcular os autovalores e os correspondentes autovetores das seguintes matrizes:

a) 
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b) 
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d) 
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e) 
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f) 
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4) Verificar se a matriz A é diagonalizável. Caso seja, determinar uma matriz P que diagonaliza A e calcular 
[image: image1297.wmf]AP
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b) 
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c) 
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d) 
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e) 
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f) 
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5) Seja 
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a) Determinar uma base de 
[image: image1306.wmf]2
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 em relação à qual a matriz do operador T é diagonal.

b) Dar a matriz T nessa base.

6) Para cada uma dessas matrizes simétricas A, encontrar uma matriz ortogonal P, para a qual 
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7) Determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza A ortogonalmente e calcular 
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Respostas:

1) a) sim; b) sim; c) não.
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c) Não diagonalizável.
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e) Não diagonalizável.
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5) a) {(-2, 1), (1, 2)};
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